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Abstract

The rainbow vertex connection was first introduced by krivelevich and yuster in 2009
which is an extension of the rainbow connection. Let graph G = (V, E) is a connected
graph. Rainbow vertex-connection is the assignment of color to the vertices of a graph
G, if every vertex on graph G is connected by a path that has interior vertices with
different colors. The minimum number of colors from the rainbow vertex coloring
in graph G is called rainbow vertex connection number which is denoted rve(G).
The result of the research are the rainbow vertex connection number of family wheel
graphs.
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1 Pendahuluan

Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan (V(G), E(G)) dengan V(G) meru-
pakan himpunan titik (vertex) yang berhingga dan tidak kosong dan £'(G) merupakan him-
punan sisi (edge) mungkin kosong dari pasangan terurut {u, v} dengan titik u,v € V(G).
Secara matematis graf G dinotasikan dengan G(V, E'). Jadi, suatu graf dimungkinkan tidak
memiliki sisi tetapi setidaknya harus memiliki minimal satu titik[8]. Banyaknya himpunan
titik pada suatu graf disebut dengan kardinalitas titik, pada umumnya dinotasikan dengan
|V(G)|. Sedangkan kardinalitas sisi atau banyaknya himpunan sisi pada suatu graf dino-
tasikan dengan |E(G)|[7].

Suatu graf dapat dikelompokkan yang biasanya disebut dengan keluarga graf. Kelu-
arga graf merupakan kumpulan dari graf-graf yang memiliki ciri yang sama. Keluarga graf
roda merupakan graf-graf yang memiliki keterkaitan struktur dengan graf roda. Keluarga
graf roda mempunyai suatu ciri khusus terdiri dari titik pusat yang beradjensi dengan semua
titik yang terdapat di lingkarannya.

Rainbow connection pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand pada tahun 2008[1].
Kemudian, pada tahun 2009 Krivelevich dan Yuster mengembangkan konsep rainbow con-
nection menjadi dua jenis yaitu rainbow edge-connection dan rainbow vertex-connection[4].
Rainbow edge-connection merupakan pemberian warna pada sisi suatu graf G, jika setiap
titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan yang memiliki sisi-sisi dengan warna yang
berbeda. Sedangkan rainbow vertex-connection merupakan pemberian warna pada titik
suatu graf G, jika setiap titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan yang memiliki titik-
titik interior dengan warna yang berbeda. Rainbow connection number dinotasikan dengan
rc(Q), sedangkan rainbow vertex connection number dinotasikan dengan rvc(G).



Berikut merupakan definisi-definisi dan teorema yang akan digunakan dalam peneli-
tian ini.

Definisi 1. Graf kincir angin belanda (Dutch windmill graph) dinotasikan dengan Df{”)

merupakan graf yang diperoleh dari m salinan graf lingkaran C,, dengan titik yang sama.
Graf kincir angin belanda juga disebut dengan graf persahabatan untuk n = 3. Graf kincir
angin belanda terdiri dari (n — 1)m + 1 titik dan mn sisi [3].

Definisi 2. Graf lemon dinotasikan Le,, dengan n > 3 merupakan graf yang dikontruksi
dari graf helm H,, dengan menghubungkan titik y; dengan titik pusat dan menghubungkan
titik y; dengan titik y;41 serta titik y1 dengan titik y, [5].

Definisi 3. Graf kincir angin belanda tertutup (Closed Dutch windmill graph) dinotasikan
dengan CD,(lm) merupakan graf yang diperoleh dari dan graf kincir angin belanda Dq(lm)
dengann > 4, m > 3 dan n adalah genap. Kemudian setiap titik salinan yang mempunyai

Jjarak terjauh dengan titik pusat dihubungkan, sehingga membentuk graf lingkaran.

Definisi 4. Graf bunga matahari dinotasikan S f,, diperoleh dari graf bunga menambahkan
sebanyak n titik pendant yang terhubung dengan titik pusat. Jadi graf bunga matahari
mempunyai kardinalitas titik 3n + 1 dan kardinalitas sisi 5n [2].

Teorema 1. [4] Misalkan G adalah graf terhubung dengan diam(G), maka rve(G) >
diam(G) — 1.

2 Hasil Penelitian

Pada penelitian ini menghasilkan empat teorema tentang rainbow vertex connection
number pada keluarga graf roda yaitu sebagai berikut:

Teorema 2. Rainbow vertex connection number pada graf kincir angin belanda Dq(zm) un-

tuk m > 3 dan n = 5 adalah T?)C(Dém)) =4

Bukti. Misalkan Dém) adalah graf kincir angin belanda dengan himpunan titik V(Dém)) =

{A}U{z;;1 <i <2m}U{y;;1 <i < 2m} dan himpunan sisi E(Dém)) ={ziziy1;1 <
i <2m,i = ganjil} U {z;y;;1 < i < 2m}U{Ay;;1 < i < 2m}. Pertama, akan ditun-
jukkan batas bawah dari graf kincir angin belanda. Graf kincir angin belanda Dém) memiliki

diameter yaitu diam(Dém)) = 4. Berdasarkan Teorema 1 maka diperoleh rvc(Dém)) >

diam(Dém)) — 1 = 3. Karena setiap titik y; terhubung dengan titik pusat sehingga harus
memiliki warna yang berbeda untuk i = ganjil dani = genap. Setiap lintasan dari x; — z;
pasti melewati titik pusat sehingga titik pusat memiliki warna yang berbeda. Berdasarkan
kondisi ini, sehingga diperoleh rvc(Dém)) > 4.

Kedua, akan ditunjukkan batas atas dari graf kincir angin belanda rvc(Dém)) < 4. Fungsi

)

pewarnaan pelangi titik pada graf kincir angin belanda Dém sebagai berikut:



(;) =1;1<i<2m
i < 2m dan i = ganjil
1 < 2mdan ¢ = genap
f(A) =4
Sehingga berdasarkan fungsi pewarnaan pelangi titik tersebut diperoleh lintasan pelangi
(rainbow path) dari u — v dapat dilihat pada Tabel 1 berikut.

flyi) =2;
fyi) = 3;

1<
1<

Tabel 1. Lintasan Pelangi Titik « — v pada graf kincir angin belanda Dém)

Kasus o« v Kondisi Rainbow Vertex Coloring u — v
1 T xj i dan j = ganjil Ti, Tit1, Yir A, Yj, Tjr1, Tj
2 r; x; 1= ganjil,j = genap i, Yir A, Y5, T
3 T T 1 dan j = genap xi,xi_l,yi,A,yj,xj_l,xj
4 T Y i dan j = ganjil i, Yis A, yj
5 T Y i dan j = genap Ti, Yi, A, yj
6 T, Yy; 1=genap,j = ganjil i, Yis A, Yj
7 r; yj 1= ganjil,j = genap iy Uiy A, Yj
8 ¥ Yi, A, yj

Berdasarkan Tabel 1 kita tahu bahwa setiap lintasan © — v memiliki lintasan pelangi, atau

dengan kata lain setiap lintasan pada graf kincir angin belanda Dém) memiliki warna yang
berbeda pada setiap titik-titik interiornya. Karena setiap titik-titik interiornya memiliki
warna yang berbeda, maka memenuhi konsep dari rainbow vertex connection. Sehingga
berdasarkan batas bawah dan batas atas terbukti bahwa rvc(Dém)) =4.

Tlustrasi terkait rainbow vertex connection pada graf kincir angin belanda dapat dilihat
pada Figure 1. Figure 1 merupakan contoh rainbow vertex connection pada graf kincir

angin belanda Déﬁ)

rvc(ng)) =4.

. Pada Figure 1 juga diperoleh rainbow vertex connection number yaitu

1 1
1 1
2 3
3 2
1 1
2 3
3 2
1 1
2 3
3
1 2 1
1 1

Figure 1: rvc(DéG)) =4

Teorema 3. Rainbow vertex connection number pada graf lemon Le,, untuk n > 3 adalah
rvc(Ley) = 1.



Bukti. Misalkan Le,, adalah graf lemon dengan himpunan titik V' (Le,,) = {z} U {z;;1 <
i < n}U{y;;1 < i < n} dan himpunan sisi E(Le,) = {zx;;1 < i < n}U{zy;1 <
i <n}U{zy;l <i<n}U{zizit;1 <i<n-1}U{ziz,} U{yiyit;1 < i <
n—1}U{y1yn }. Pertama, akan ditunjukkan batas bawah dari graf lemon. Diameter dari graf
lemon Le,, adalah diam(Le,,) = 2. Dalam graf lemon Le,, setiap titik bertetangga dengan
titik pusat, sehingga setiap dua titik yang berbeda dari graf lemon Le,, dapat melewati titik
pusat. Sehingga berdasarkan kondisi tersebut dan Teorema 1 diperoleh rvc(Le,) > 1.
Kedua, akan ditunjukkan batas atas dari graf lemon rvc(Le,) < 1. Fungsi pewarnaan
pelangi titik pada graf lemon Le,, sebagai berikut:

flzg))=1;1<i<n
fly) =11<i<n
(z)=1

Sehingga berdasarkan fungsi pewarnaan pelangi titik tersebut diperoleh lintasan pelangi
(rainbow path) dari v — v, dimana u, v € V(Le,,) dapat dilihat pada Tabel 2 berikut.

S~

Tabel 2. Lintasan Pelangi Titik « — v pada graf lemon Le,,

Kasus u» v Rainbow Vertex Coloring u — v
1 T T Ty 2, Tj
2 T Y Tiy 2, Yj
3 Yy Yi, %, Yj
4 Yi T Yiy 2, Tj

Berdasarkan Tabel 2 diperoleh untuk setiap dua titik yang berbeda pada graf lemon Le,,
memiliki titik-titik interior dengan warna yang berbeda, sehingga sesuai dengan definisi dari
rainbow vertex connection. Jadi berdasarkan batas bawah dan batas atas dapat disimpulkan
bahwa rainbow vertex connection number pada graf lemon Le,, adalah rvc(Le,) = 1.
Tlustrasi terkait rainbow vertex connection pada graf lemon dapat dilihat pada Figure 2.
Figure 2 merupakan contoh rainbow vertex connection pada graf lemon Leg. Pada Figure 2
juga diperoleh rainbow vertex connection number yaitu rvc(Leg) = 1.

Figure 2: rvc(Leg) =1



Teorema 4. Rainbow vertex connection number pada graf kincir angin belanda tertutup
CD,(@m) untuk n = 4 dan m > 3 adalah
1, untukm =3
rvc(CDim)) = 2, untuk m = 4,5,6
3, untukm > 7

Bukti. Pembuktian rainbow vertex connection number pada graf kincir angin belanda ter-
tutup C' ng) dibagi menjadi tiga kasus sebagai berikut.
Kasus 1: untuk m = 3.

Misalkan C’Dflm) adalah graf kincir angin belanda tertutup dengan himpunan titik
V(CDflm)) ={A}U{z;;1 <i<m}U{y;;1 <i<m}U{z;1 <1i<m}danhimpunan
sisi E(CDflm)) ={Az;;1 <i<m}PU{Ay;1 <i<m}U{xiz;;1 <i <m}U{yz;;1 <
i <m}U{zizit1;1 <i <m— 1} U{z12,}. Pertama, akan ditunjukkan batas bawah dari
graf kincir angin belanda tertutup. Diameter pada graf kincir angin belanda tertutup C' Dim)
untuk m = 3 adalah dua. Sehingga berdasarkan Teorema 1 diperoleh rvc(C’Dflm)) >1
untuk m = 3.

Kedua, akan ditunjukkan batas atas dari graf kincir angin belanda tertutup untuk m = 3

rvc(C’Dflm)) < 1. Fungsi pewarnaan pelangi titik pada graf kincir angin belanda tertutup
CDf’) sebagai berikut:

flr)=11<i<m

fly)=11<i<m

fzi)=11<i<m
f(4)=1

Berdasarkan fungsi pewarnaan pelangi titik di atas, diperoleh lintasan pelangi (rainbow
path) w — v, dimana u, v € V(CDZ(E)) dapat dilihat pada Tabel 3.

Tabel 3. Lintasan Pelangi Titik « — v pada graf kincir angin belanda tertutup C' Dfﬁ)

Kasus u v Kondisi Rainbow Vertex Coloring u — v
1 T X z;, A, x;
2 T; Yj xi, A, y;
3 Yi Y Yi, A, yj
4 zi wip1 1<i<m-—1 Ziy Zit1s Titl
5 Z Tm 1<1<m-—1 Ziy Zms Tm
6 Zm X 1<i<m-—1 Zmy Ziy Tj
7 Zi Y1 1<i<m-—1 Ziy Zit 1 Yitl
8 Zi Ym 1<i<m-—1 Ziy Zmy Ym
9 Zm z; 1<i<m-—-1 Zmy Ziy Yi
10 T 2; 2<i<m T1, 21, %
11 Y1z 2<i<m Y1, 21, Zi
12 A 2 1<i<m A, i,z

Berdasarkan Tabel 3 diperoleh bahwa untuk dua titik yang berbeda pada graf kincir angin
belanda tertutup CDim) dengan m = 3 terdapat lintasan pelangi, atau setiap titik-titik in-
teriornya memiliki warna yang berbeda. Sehingga berdasarkan batas bawah dan batas atas
dapat disimpulkan rainbow vertex connection number graf kKincir angin belanda tertutup



D™ dengan m = 3 adalah rvc(CD{Y) = 1.

Kasus 2: untuk m = 4, 5 dan 6.

Misalkan C’Dflm) adalah graf kincir angin belanda tertutup dengan himpunan titik
V(CD{™) = {A} U ol < i <mlU{yl <i <m}U{z;1 <i < m}dan
himpunan sisi E(CDim)) ={Az;;1 < i <m}U{Ay;1 <i <mpU{miz;;1 <i <
m}yU{yizi; 1 <i<m}U{zizit1;1 <i <m — 1} U{z2,}. Pertama, akan ditunjukkan
batas bawah dari graf kincir angin belanda tertutup. Diameter pada graf kincir angin be-
landa tertutup C’Dim) untuk m = 4,5 dan 6 adalah tiga. Sehingga berdasarkan Teorema 1
diperoleh rvc(CDflm)) > 2.

Kedua, akan ditunjukkan batas atas dari graf kincir angin belanda tertutup untuk m = 4,5
dan 6 adalah rvc(C’Dflm)) < 2. Sehingga fungsi pewarnaan pelangi titik pada graf kincir

angin belanda tertutup C Dflm)

Untuk m = 4 dan 5

sebagai berikut:

flr) =2;1<i<m
flyi) =2,1<i<m
flzi) =1;1<i<m
f(4)=1
Untuk m = 6
flzi))=21<i<m
flyi))=2;1<i<m
f(z) =1;i #2dan6
f(zi)) =2;i=2dan6
f(A) =

Berdasarkan fungsi pewarnaan pelangi titik di atas, diperoleh lintasan pelangi (rainbow
path) u — v, dimana u,v € V(C’Dim)) dengan m = 4 dan 5 dapat dilihat pada Tabel 4.
Sedangkan lintasan pelangi (rainbow path) u—v, dimana u, v € V(CDflm)) dengan m = 6

dapat dilihat pada Tabel 5.

Tabel 4. Lintasan Pelangi Titik © — v pada graf kincir angin belanda tertutup CDflm)

Kasus u v Kondisi Rainbow Vertex Coloring u — v
1 xI; l‘j ZTi, A, (L‘j
2 xI; yj i, A, yj
3 i Yy Yi, A, yj
4 Zi €5 zi,yi,A,xj
5 Zi Yj Ziy Ly A, Yj
6 zi  zig2 1<i<m-—2 Ziy Zit1, Zit2
7 21 Zm—1 m=>5 21y Zmy Zm—1
8 29 Zm m=2>5 29, 21, Zm
9 A 2 1<i<m A, i,z




Tabel 5. Lintasan Pelangi Titik © — v pada graf kincir angin belanda tertutup C' Df)

Kasus U v Kondisi Rainbow Vertex Coloring u — v
1 xI; Jjj T, A, .Tj
3 Yi Yj Yi, A, y;
4 Zi €5 Zi,yi,A,I‘j
5 Zi Yj Ziy Lg, A, Yj
6 2 Ziyg 1<i<m-—2 Ziy Zit1, Zit2
7 21 Zm—1 m =6 215 Zms Zm—1
8 29 Zm m=06 29,21, Zm
9 22 Zm-1 m =6 22, 215 Zmy Zm—1
10 21 Zm—2 m=206 21, Zms Zm—1s Zm—2
11 z3 Zm m=2~6 23,22, 21, Zm
12 A Z; 1<i<m A ;2

Berdasarkan Tabel 4 dan Tabel 5 diperoleh bahwa untuk dua titik yang berbeda memi-
liki lintasan pelangi atau setiap titik interiornya memiliki warna yang berbeda. Sehingga
hal tersebut sesuai dengan konsep dari rainbow vertex connection. Jadi berdasarkan batas

bawah dan batas atas dapat disimpulkan bahwa rvc(CDflm)) = 2 untuk m = 4,5 dan 6.

Kasus 3: untuk m > 7.

Misalkan CDflm) adalah graf kincir angin belanda tertutup dengan himpunan titik
V(D) = {A} U{zi;1 < i < mPU{y;l < i < mpU{z;1 < i < m} dan
himpunan sisi E(C’Dim)) ={Az;;1 <i < m}U{Ay;;1 <i <mpU{miz;51 < i <
m}U{yizi; 1 <i<m}U{zziy1;1 <i<m—1}U{z12,}. Pertama, akan ditunjukkan
batas bawah dari graf kincir angin belanda tertutup. Diameter graf kincir angin belanda
tertutup adalah diam(C’Dflm)) = 3 untuk m = 7 dan diam(C’Dflm)) = 4 untuk m > 8.
Menurut Li dan Liu (2011) rve(Cr) = 3. Karena graf kincir angin belanda tertutup C' Dz(lm)
untuk m = 7 terdapat graf lingkaran dengan order 7. Sehingga berdasarkan kondisi ini dan
Teorema 1 diperoleh rvc(C’Dflm)) > 3.

Kedua, akan ditunjukkan batas atas dari graf kincir angin belanda tertutup untuk m > 7
adalah rvc(CDz(lm)) < 3. Fungsi pewarnaan pelangi titik pada graf kincir angin belanda

tertutup (C'D{™) untuk m > 7 sebagai berikut:

flr)) =2;1<i<m

f(yz):?);lgigm

f(zi)=11<i<m
f(A) =1

Berdasarkan fungsi pewarnaan pelangi titik di atas, diperoleh lintasan pelangi (rainbow
path) u — v, dimana u, v € V(CDflm)) dengan m > 7 dapat dilihat pada Tabel 6.



Tabel 6. Lintasan Pelangi Titik © — v pada graf kincir angin belanda tertutup C’Dflm) ,m >

Kasus u v Kondisi Rainbow Vertex Coloring u — v

1 ZT; a;j Ti, A, .Tj

2 €Ty yj T, A, y]'

3 Yoy Yi, A, y;

4 Z3 CE]' Zi,yi,A,l‘j

5 Z3 yj Ziy Ly, A, yj

6 Z3 Zj ZZ',SL‘Z',A,yj,Zj

7 A z 1<i<m A, i,z

Berdasarkan Tabel 6 diperoleh bahwa graf kincir angin belanda tertutup CDim) dengan

m > 7 sudah memenuhi konsep dari rainbow vertex connection yaitu untuk dua titik yang
berbeda setiap titik-titik interiornya memiliki warna yang berbeda. Sehingga berdasarkan
batas bawah dan batas atas terbukti bahwa rve(C Dflm)) = 3untukm > 7.

Ilustrasi terkait rainbow vertex connection pada graf kincir angin belanda tertutup dapat
dilihat pada Figure 3. Figure 3 merupakan contoh rainbow vertex connection pada graf kin-

cir angin belanda tertutup CDiS). Pada Figure 3 juga diperoleh rainbow vertex connection

number yaitu rvc(CDZ(LS)) =3.

Figure 3: TUC(CDA(LS)) =3

Teorema 5. Rainbow vertex connection number pada graf bunga matahari S f,, untuk
n > 3 adalah rve(S f,,) = 1.

Bukti. Misalkan S f,, adalah graf bunga matahari dengan himpunan titik V(S f,,) = {A} U
{zi;1 < i < npU{y;1 <i < n}U{z;1 <i < n} dan himpunan sisi E(Sf,) =
{Az;;1 < i < nfU{Ay;1 < i < nfU{Az;1 < i < npU{my;l < i <
n} U{zizit1;1 < i < n—1} U {x1z,}. Pertama, akan ditunjukkan batas bawah dari
graf bunga matahari. Graf bunga matahari S f,, memiliki diameter sama dengan dua, atau
dapat dinotasikan dengan diam(Sf,,) = 2. Semua titik bertetangga denga titik pusat pada
graf bunga matahari (S f,,), sehingga sesuai dengan Teorema 1 yaitu rvc(Sf,) > 1.
Kedua, akan ditunjukkan batas atas dari graf bunga matahari rvc(S f,,) < 1. Fungsi pewar-
naan pelangi titik pada graf bunga matahari S f,, sebagai berikut:



flr))=1;1<i<n

fl)=11<i<n

flzi) =11 <i<n
f(A) =

Sehingga berdasarkan fungsi pewarnaan pelangi titik tersebut diperoleh lintasan pelangi dari
u — v, dimana u, v € V(S f,,) dapat dilihat pada Tabel 7 berikut.

Tabel 7. Lintasan Pelangi Titik « — v pada graf bunga matahari S f,,

Kasus u v Rainbow Vertex Coloring u — v
1 Tg Ty i, A, T 5
2 I, yj Ty, A, yj
3 Tg  Zj i, A, Zj
4 v Yy Yir A, yj
5 Yi % Yi, A, Zj
6 Zi Zj Zi, A, Zj

Berdasarkan Tabel 7 diperoleh bahwa untuk dua titik yang berbeda dari graf bunga mata-
hari S f,, memiliki titik-titik interior dengan warna yang berbeda. Sehingga hal tersebut
sesuai dengan konsep dari rainbow vertex connection. Sehingga berdasarkan batas bawah
dan batas atas, terbukti bahwa rvc(Sf,,) = 1 untuk n > 3.

Tlustrasi terkait rainbow vertex connection pada graf bunga matahari dapat dilihat pada Fig-
ure 4. Figure 4 merupakan contoh rainbow vertex connection pada graf bunga matahari
S fg. Pada Figure 4 juga diperoleh rainbow vertex connection number yaitu rvc(S fg) = 1.

Figure 4: rvc(Sfs) =1

3 Kesimpulan

Pada penelitian ini, kita telah menemukan nilai yang tepat dari rainbow vertex con-

nection number pada keluarga graf roda yaitu graf kincir angin belanda Dém), graf lemon

Le,,, graf kincir angin belanda tertutup C Dim) dan graf bunga matahari S f,,. Berdasarkan
hasil penelitian di atas, dapat disimpulkan bahwa diperoleh sebanyak 4 teorema tentang
rainbow vertex connection number pada keluarga graf roda.
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